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Deéfinition

Un dioptre sphérique est une portion de surface
sphérique réfringente séparant deux milieux homogeénes
et transparents d’indices différents. Il est caractérisé par
son axe 4, son centre C, son rayon de courbure p, son

sommet S et les indices ny et n, des deux milieux qu’il
sepate.

(4)
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Invariant fondamental (1)

Soit un rayon lumineux incident A; 1 issu d’un point objet Ay
situé sur I’axe. Selon que n4 est supérieur ou intérieur a Ny, il
lut correspond un rayon réfracté IT qui se rapproche ou
s’¢loigne de la normale IC mais dont le support coupe
toujours ’axe en un point 4.
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Invariant fondamental (2)

Dans tous les cas de figures, les triangles CIAq et CI A, permettent d’écrire :

CA, IA, IA, sin i
- — - —_ — CA]_ —_— IA]_
sini; sin(m—w) sinw sin w
CA, 1A, 1A, sin i,
— = — = — — CAZ — IAZ
sini, sin(m—w) sihw sin w

CA, [A;siniy
CA, IA,sini,

i)
CAr _ C“lzﬂ>=>cfll_m1 ne || CA1 CA2
CA, | '—CAz .Cz"lz CA, 14, g 1,41 IAz
nq{ SNty = n, Sin i, }

: .., CA . : , : ;. ,
Ce qui montre que la quantite n— est invariante dans la traversée du dioptre sphérique : c’est

un invariant fondamental qui est d’une grande importance dans [’étude des dioptres
spheriques.
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Stigmatisme rigoureux (1)

Pour les surfaces sphériques, on a également stigmatisme rigoureux lorsque

A1 est confondu avec le centre C : les rayons 1ssus de C traversent le dioptre
sans déviation et le point C est sa propre image. Mis a part ces cas, le

stigmatisme rigoureux n’est réalisé que si la distance CA, est indépendante

IAZ n»,

de 'angle w. Comme on a C4, = CA; pour que CA, soit constant

- , S IA .
pour une position donnée de A; de Pobjet, il faut que le rapport —= le soit
1A

1
également. Dans le cas ou le point d’incidence I se déplace sur une sphere

IA]_ . nq

de diametre SS', les deux points A; et Ay, tels que le rapport
IAl

1A4

relation : S_Al - S'A, -

= k = cte existent : ils appartiennent 2 la droite SS’ et vérifient la
pPp

14,
— k =—
SAZ S’AZ IAZ
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Stigmatisme rigoureux (2)

Les points A; et A, qui sont conjugués par
rapport a la sphere et qui réalisent le stigmatisme
rigoureux sont uniques; ils sont appelés “points
de Weierstrass”. Pour trouver leur position,

supposons que le point [ est successivement en S

ouenS’.
L’invariant fondamental du dioptre sphérique permet d’écrire :
i, SA
n,CA, nCA;
S'A, S'Aq

n,CA,  n,CA,
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Stigmatisme rigoureux (3)

En ajoutant membre a membre les deux relations précédentes, on
obtient :

SA, . S'A,  SA;  S'A
n,CA, n,CA, nCA; nyCA,4

54, +5'4;, 541 — 544

e n,CA, nyCA4

SA, +S5'A, =5C+CA, +S'C+CA, = 2CA,
SA; —S'A; =541 + AS"T =855 =25C

2CA,  2SC —— n,—  n,—
=>——=———=||CAy =—SC=—--=CS
n,CA, n;CA; n, nq

-
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Stigmatisme rigoureux (4)

En retranchant membre a membre les deux relations comme

précédemment, on obtient :

SA, S'A;  SA . S'Ay _ SAy =S4y _ SA; + S'A;
nzCAz_nzCAz nlC_Al nlC_Al n,CA, £15_A1
SA, —S5'A, =5C+ CA, —S'C—CA, =S55" =25C
SA;{ +S'A{ =SC+CA{+S'C+CA; = 2C4,
ZE ZC_A]_ —_ ny — n{ —
= ——=———==||CAy, =—SC=——-CS
n,CA, mn{CA; n; n;

On remarque le produit des deux relations trouvées conduit a :

2

—2
CA,.CA, =SC =S'C
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Stigmatisme approché

Le stigmatisme approché est réalisé au voisinage des
positions de stigmatisme rigoureux. En effet lorsque le point
objet A; est tres proche du centre C (respectivement du
point de Weierstrass W), le point image A, a une position
fixe indépendante de I et proche de C (respectivement du
point de Weierstrass W5). Lorsque le point objet a une
position quelconque, le stigmatisme approché est
réalisé dans le cas des rayons paraxiaux, c'est-a-dire
lorsque I est proche de §.
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Relations de
conjugaison

On étudiera le dioptre sphérique dans le cadre de ’approximation de Gauss.
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Origine au centre C (1)

I et § étant pratiquement confondus, l'invariant fondamental du
dioptre sphérique devient :

CA, CA,
N —— =N, —
SAq SA,
Injectons le centre C dans la relation précédente, on obtient :
CA, CA,
ny — =n,—

SC + CA, SC +CA,
= n,CA; (SC + CA;) = n,CA,(SC + CA,)
= n,;CA;.SC + n,CA;.CA, = n,CA,.SC +n,CA,.CA,
= n,CA,.5C —n,CA,.5C = (n; —n,)CA;.CA,
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Origine au centre C (2)

En divisant par CA1.5C.CA,, 1l vient :

CA,.S5C CA{.5C
— no nq
CA{.5C.CA, CA{.5C.CA,
CA{.CA, n, nq ny —n,
= (ny —ny) = =

CA,.SC.CA, CA, CA, SC

nq ny ny —ny
p— — e —
CA, CA, CS
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Origine au sommet S (1)

On part toujours sur P’hypothése que I et § confondus.
L’invariant fondamental du dioptre sphérique est alors :

CA, CA,
N — =Ny ——
SA, SA,

Injectons-y le sommet S , on obtient :

CS + SA, CS + SA, _
= n,———— = n,S4, (CS + SA,)

SA; SA;
= n,SA,(CS + S4,)
— n,SA,.CS +n,SA,.SA; = n,SA,.CS + n,SA;.SA,
= n,S4,.CS —n,SA,.CS = (n, —n,)SA,.5A,

nq
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Origine au sommet S (2)

En divisant par SA41.C5.545, 1l vient :

SA,.CS SA,.CS SA,.54,
— Ny — Ny = (n; —ny)
SA,.CS.SA, ’SA,.CS.SA, SA,.CS.SA,
nq no n, —ny nq n, n{ —ny
— = Y = — = —
SA, SA, CS SA, SA, SC
Remarques :

e S15C — o0, on retrouve la formule du dioptre plan
ng n; ng n;
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Origine au sommet S (3)

e S1ny; = —n,, on retrouve la formule du miroir sphérique

1 2

SA4 SA, SC
e Regroupons différemment les termes de la relation trouvée :
ny n, n—n; n; M

SA, SA, SC SC SC

1 1 1 1
= || =Ny
SC SA1 SC SAZ

Cette expression est aussi une forme
invariante du dioptre sphérique
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Origine au sommet S (4)

Y HI HI
K tanw =—~@w tana; =—= a;
Tﬁ) i T HC HA
£ B b tana, = w X
‘T HA Y
P , HI HI
o ANMCImDw=a1+i] D —=—+1;
‘Z’/ > HC HA
HI HI

AA’CI=>(U=(X2+I:2 — = =

+ 1,
HC HA'

nq Sin il =Ny Sin iz — n1i1 = nziz

HI HI HI  HI 1 1 1 1
=>n1 i — =Tl2 — =>n1 i — —le —
HC HA HC HA' HC HA HC HA’
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Origine au sommet S (4)

Dans l'approximation des petits angles, H et S sont pratiquement

confondus ; d’ou :

1 1 1 1 n, n; ng—np
=n =— =n,|—— = ||=—= — = ——
SC SA SC SA SA SA’ SC

Cette relation de conjugaison du dioptre sphérique permet de
calculer la position A’ par rapport a S connaissant celle de A.
Elle est valable algébriquement, que n; soit supérieur ou
inférieur a N,. Inversement, elle permet de trouver la position
de A st celle de A’ est connue.
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Foyer image,
foyer objet,
distance focale, vergence

Pour determiner la position des foyers, il suffit de faire tendre
dans ’expression obtenue pour Dorigine au sommet S, SAq

ou SA, vers linfini.
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Foyer objet F4

Il correspond a la position F; du point A4 lorsque 'image A4,
est a 'infini ou plus simplement F; est le point sur lequel il
faut mettre 'objet pour que I'image soit a l'infini . On aura

alors :
ng Nz N —Ny
SF, © SC
n na—n — n _
—S-——=1_25lISF,=—"  §C
SF; SC ng —n

C’est la distance focale objet
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Foyer image I'; (1)

Il correspond a la position F, de 'image A, lorsque 'objet A1 est a
I'infint. On a donc :

np

ng —

np

SF,

SC

-

SF,

n; —nq

C’est la distance
focale image

On remarque que les deux expressions se déduisent I'une de l'autre
par permutation des indices, ce qui est prévisible. Comme

S n
SFl —_ 1

ny —n;
np

SF,

n, —nyg

ﬁ\

SC

—

J

SF,

SF,

(a) et

SF{+ SF, = SC||(b)
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Foyer image F5 (2)

e [a premiere équation (@) montre que les foyers sont toujours
situés de part et d’autre du sommet du dioptre. Ainsi, st F; est
dans le milieu 1, F; est réel, F, est dans le milieu 2, donc F, est aussi
réel ; par contre, st F] est dans le milieu 2, F; est virtuel, F;, se trouve
du coté du milieu 1, F, est aussi virtuel.

e [a deuxieme équation (b) montre, quant a elle, que le milieu du
segment I F, coincide avec le milieu du segment SC : les foyers sont
donc symétriques par rapport au milieu de SC :

S_F1=F2C et S_F2=F1C

Cela traduit simplement que contrairement au miroir sphérique, il
n’y a jamais de foyer entre S et C pour un dioptre sphérique.
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Distance focale et vergence

La distance focale , n, — n,
est donnée par : f :SFz:nz_n1 C:nz_an
et la vergence est définie par :
n, n, n, —nq n, —nq
C — —, _— — —
f' SF, SC R
nq )
Cobjet = —
SA,
n, r = CObjet - Cimage =C
Cimage = ——
" 54y,
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Dioptres convergents et dioptres divergents (1)

|
La vergence est une grandeur algébrique :

¢ sin, —ny et SC sont de méme signe, alors la vergence
C est positive et le dioptre est dit convergent.

® s1 N, —Nq et SC sont de signes contraires, alors la
vergence C est négative et le dioptre est dit divergent.

On remarquera que les dioptres a foyers réels sont

convergents et les dioptres a foyers virtuels sont

divergents.

Nous présentons, sur la figure suivante, les quatre

dispositions possibles des points S, C, Fy et F;.
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Dioptres convergents et dioptres divergents (2)

convergent

convergent

-----

divergent

divergent

Remarques: un miroir sphérique concave est toujours convergent
et un miroir sphérique convexe est toujours divergent
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Dioptres convergents et dioptres divergents (3)

Remarque :
ny n N —nNz
SA; SA, SC
SC ( nq no ) ng —ny SC
— === ] = — =
np —nz \SA; SA, SC n,—ny
En utilisant les relations définissant la position des foyers
I n — — n —
SF,=———SC e SF,=—=—5C
np—ny n;, —ny
1 n, — 1 n, — SF, SF,
- SC(———.—2—SC=1=|—=+—2=1
SA; 1 — 1y SA, Nz —MNy SA;{ SA,
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Relations de conjugaison avec

origine AuUX foxers. Formule de Newton

Injectons F; et I, dans la relation précédente, on obtient :
SF, SF,
-+ -1
SF, + F{1Ay SF, + F;A,

= SF,( SF, + F,A;) + SF,(SF, + F1A;) = ( SF, + F,A,).(SF;, + F,A,)

Il vient apres calcul, la formule de Newton :

— SF]_SFZ — F1A1.F2A2
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Construction de
’image d’un point
objet perpendiculaire

a ’axe
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Rayons particuliers

¢ Tout rayon incident passant par le centre € ne subit aucune
déviation,
e Tout rayon incident paralléle a I’axe, se réfracte en passant par

le foyer image F,

¢ Tout rayon incident passant par le foyer objet F; se réfracte
parallelement a P’axe.

e Tout rayon passant par le sommet § se trouve dévié en
respectant la loi de Snell-Descartes.

[’image d’un objet A{B; perpendiculaire a I'axe s’obtient donc en
cherchant le conjugué B, de B; a partir de Pintersection de deux
des rayons particuliers précédents issus de By et en menant la

perpendiculaire a 'axe pout trouver la position de I'image A, de 4.
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Quelques constructions (1)

objet réel placé avant F4

Dioptre convergent Dioptre divergent

1y 1, - 1

1, 112< 1,

L’image est réelle et renversée L’image est virtuelle et de méme sens que I'objet
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Quelques constructions (2)

Dioptre  concave  convergent
(n" <n), objet réel placé apres
le foyer objet — image virtuelle
et droite.

Dioptre concave convergent (n' < n),
objet virtuel — image réelle et
droite.
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Quelques constructions (3)

~

Dioptre convexe divergent (n' < Dioptre convexe divergent (n’ < n),
n), objet virtuel placé avant le objet virtuel placé apres le foyer objet
foyer objet — image réelle et — image virtuelle et renversée.
droite.
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Grandissement
linéaire
transversal



Avec origine au sommet S

Ona:

A1By . A,B, .
SAl = tan l1 SAZ = tan Ly
Dans les conditions de

Iapproximation de (Gauss on a
tan il =~ Sin il et tan iz =~ Sin iz.

On en déduit que :

AlBl _ AZBZ B Asz B nq SAZ

ny =Ny = ||V =

SAZ AlBl B np SAl

SA,
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Avec origine au centre C

dans les triangles A{B{C et
Asz C, on a
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Avec origine aux foyers

B Dans les triangles F;A1B1 et F;SH,on a:
SH _FS

ABy  Fi44
Dans les triangles F,A,B, et

F;SI,ona:
A;B;  FRA;

o B SI  FS
Comme SH = A,B, et SI = A,B,, on obtient :
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